
Computational Social Choice: Überdeckungen

Überdeckungsrelation
• Def.: a überdeckt b (a C b) wenn
‣ b von a dominiert wird,
‣ alle Alternativen, die von b dominiert 

werden, auch von a dominiert werden 
(                     ) und

‣ alle Alternativen, die a dominieren, auch 
b dominieren (                    ).

• Unabhängig vorgeschlagen von 
Gillies (1959), Fishburn (1977), 
and Miller (1980)

• Die Überdeckungsrelation ist 
eine transitive Teilrelation der 
Dominanzrelation.
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Unüberdeckte Menge
• Def.: Die unüberdeckte Menge (UC für “uncovered set”) 

besteht aus den Alternativen, die von keiner Alternative 
überdeckt werden.
‣ Maximale Elemente bezüglich der Überdeckungsrelation
‣ Die unüberdeckte Menge ist niemals leer

• Wenn ein Condorcet-Gewinner existiert, enthält ihn die 
unüberdeckte Menge als einziges Element.

• Satz: In allen Dominanzgraphen gilt CO(>) ⊆ UC(>), 
BA(>) ⊆ UC(>), SL(>) ⊆ UC(>) und UC(>) ⊆ GO(>).
‣ Beweis: Tafel. 

• Satz: In allen Dominanzgraphen gilt UC(>) ∩ SC(>) ≠ ∅.
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Berechnung der 
unüberdeckten Menge

‣ Die unüberdeckte Menge kann in O(m3) Zeit berechnet werden.
- Berechnung der Überdeckungsrelation in O(m3)

- Prüfe für jede Kante (Anzahl: (m2-m)/2), ob sie eine Überdeckungskante ist

- Bestimmung der maximalen Elemente

‣ In Turniergraphen kann die unüberdeckte Menge in O(m2,38) Zeit berechnet 
werden.

- Satz (Shepsle & Weingast, 1984): In Turniergraphen besteht die unüberdeckte Menge 
genau aus den Alternativen, die alle anderen Alternativen über einen Pfad der 
maximalen Länge 2 erreichen.
- Beweis: Tafel.

- Berechne M=V2+V+E (wobei V die Adjazenzmatrix des Turniergraphen, in der jede -1 
durch 0 ersetzt wurde, und E die Einheitsmatrix ist)

- UC besteht aus genau den Elementen, deren Zeilen in M keine Null enthalten.

- Matrixmultiplikation mit Algorithmus von Coppersmith & Winogard (1990): O(m2,38)
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Wünschenswerte Eigenschaften
‣ Monotonie (M)

- Eine Alternative bleibt in der Lösungsmenge, wenn sie gestärkt wird.

‣ Supermengeneigenschaft (S)
- Die Lösungsmenge ändert sich nicht, wenn Verlierer gestrichen werden.

‣ Idempotenz (I)
- Die Lösungsmenge ist invariant unter wiederholter Anwendung des Konzepts.

‣ Unabhängigkeit von Verlierern (U)
- Die Lösungsmenge ist invariant unter Änderungen von Kanten, die nicht in der 

Lösungsmenge liegen.

‣ γ*
- Die Lösungsmenge der Vereinigung einer Familie von Teilgraphen darf nicht alle 

Alternativen außer a enthalten wenn a in der Lösungsmenge jedes Teilgraphen 
liegt.

• In Turniergraphen gibt es genau ein minimales 
Lösungskonzept, das all diese (und weitere) Eigenschaften 
erfüllt: Die minimale Überdeckungsmenge.
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Überdeckungsmengen

• Def.: B ist eine Überdeckungsmenge wenn 
a ∉ UC(B ∪ {a}) für alle a ∈ A\B. 

• Es ist möglich, dass a b in A nicht überdeckt, aber a b in 
B⊆A schon überdeckt (a C b in B).

‣ Wenn a C b in B, dann gilt a C b auch in allen Teilmengen von B.

• Satz (Dutta, 1988; Dutta & Laslier, 1999; Peris & Subiza, 1999): 
Es gibt genau eine minimale Überdeckungsmenge (MC für 
“minimal covering set”).
‣ Beweis: Nächste Folie.
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Eindeutigkeit von MC

• Lemma: Sei k≥2, B1 und B2 zwei Überdeckungsmengen und ai 
für1≤i≤k Alternativen, so dass
• für ungerade i, ai∈B1 und, falls i>1, ai C ai-1 in B1∪{ai-1} und

• für gerade i, ai∈B2 und ai C ai-1 in B2∪{ai-1}.

Dann gilt für alle i>j, ai dominiert aj.

‣ Beweis: Induktion über k (Tafel).

• Satz: Der Schnitt zweier Überdeckungsmengen ist niemals leer.

• Satz: Der Schnitt zweier Überdeckungsmengen ist eine 
Überdeckungsmenge.
‣ Die minimale Überdeckungsmenge ist die Schnittmenge aller 

Überdeckungsmengen.
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Überdeckungsmengen (2)

• Ein äquivalentes spieltheoretisches Lösungskonzept 
wurde vom Spieltheoretiker Lloyd Shapley bereits 1953 
benutzt.

• UC(MC(>))=MC(>)
‣ Interne Stabilität (vgl. von Neumann-Morgenstern stabile Mengen)
‣ Beweis: Tafel.

• In allen Dominanzgraphen gilt MC(>) ⊆ UC(>).
‣ Beweis: UC(>) ist eine Überdeckungsmenge.

• Satz: In allen Dominanzgraphen gilt MC(>) ∩ BA(>) ≠ ∅, 
MC(>) ∩ SL(>) = ∅ und MC(>) ∩ CO(>) = ∅.

7



Computational Social Choice: Überdeckungen

Eigenschaften von MC

• Monotonie (M)
‣ Eine Alternative bleibt in der Lösungsmenge, wenn sie gestärkt wird.

• Supermengeneigenschaft (S)
‣ Die Lösungsmenge ändert sich nicht, wenn Verlierer gestrichen werden.

• Idempotenz (I)
‣ Die Lösungsmenge ist invariant unter wiederholter Anwendung des 

Konzepts.

• Unabhängigkeit von Verlierern (U)
‣ Die Lösungsmenge ist invariant unter Änderungen von Kanten, die 

nicht in der Lösungsmenge liegen.
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Zwischenergebnisse
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Copeland (1951) CO O(m2)

Slater (1961) SL O(2m)

Good (1971) GO O(m2)

Unüberdeckte Menge (1977) UC O(m3)

Banks (1985) BA O(2m)

Minimale Überdeckungsmenge (1988) MC ?

UC

CO

GO

MC
SL

BA



Computational Social Choice: Überdeckungen

Berechnung von MC

• Es war lange Zeit unklar, ob die minimale 
Überdeckungsmenge effizient berechnet werden kann.

• Nicht offensichtlich, warum das Berechnungsproblem 
überhaupt in NP liegen sollte
‣ Selbst das Verifizieren einer minimalen Überdeckungsmenge ist nicht-

trivial
- Überdeckungseigenschaft ist einfach nachzuprüfen; das Problem ist die Minimalität

• Das Problem zu entscheiden, ob ein gegebener Knoten in 
MC liegt, ist in coNP.
‣ MC liegt in allen Überdeckungsmengen
‣ a∉MC ⇔ Es gibt eine Überdeckungsmenge B mit a∉B
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Wdh.: Good Algorithmus

• Nehmen wir an, uns sei eine Teilmenge S der Good Menge 
bekannt. Dann müssen alle Alternativen, die nicht von allen 
Elementen aus S dominiert werden, auch zur Good Menge 
gehören.
‣ Auf diese Weise erhalten wir eine (größere) Teilmenge der Good Menge.
‣ Jede Alternative muss nur einmal betrachtet werden, denn nachdem ich 

sie zu S hinzugefügt habe, dominiert sie alle Alternativen außerhalb von S.
‣ Für eine einelementige Startmenge hat dieser Algorithmus Laufzeit 

O(m2).
‣ Man kann diesen Algorithmus m mal mit jeder Alternative als 

Startelement laufen lassen und erhält m dominante Mengen. Die kleinste 
dieser Mengen ist die Good Menge. Der resultierende Algorithmus hat 
die Komplexität O(m3).
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Computational Social Choice: Überdeckungen

1. Idee
• Algorithmus analog zum Verfahren zur Berechnung der 

Good Menge
‣ procedure MC(A)

for each i in A
   Bi = {i}
   repeat
      A’ = { a ∈ A\Bi | a ∈ UC(Bi∪{a}) }
      Bi = Bi ∪ A’
   until A’ = ∅
end for
return minimal Bi

• Problem: Es werden Alternativen hinzugefügt, die später 
überdeckt werden können.
‣ Wie kann man die unüberdeckten Alternativen erkennen, die 

problemlos hinzugefügt werden können?
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Ein wichtiges Lemma

• Lösung: Die Alternativen, die in der minimalen 
Überdeckungsmenge der bisher unüberdeckten 
Alternativen liegen, können problemos hinzugefügt 
werden!

• Lemma: B ⊆ MC(A) ⇒ MC(A’) ⊆ MC(A)
wobei A’ = {a∈A\B | a∈UC(B∪{a})}
‣ Beweis: Tafel.

• Zu jeder Teilmenge des MC, lässt sich mit Hilfe obigen 
Lemmas eine neue Teilmenge des MC finden.
‣ Diese neue Menge ist nur dann leer wenn die ursprüngliche Menge der 

MC war.
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Computational Social Choice: Überdeckungen

2. Idee
• B ⊆ MC(A) ⇒ MC(A’) ⊆ MC(A) wobei A’ = {a∈A\B | a∈UC(B∪{a})}

‣ B≠∅ ⇒ A’⊂A

• Rekursiver Algorithmus
‣ procedure MC(A)

for each i in A
   Bi = {i}
   repeat
      A’ = { a ∈ A\Bi | a ∈ UC(Bi∪{a}) }
      Bi = Bi ∪ MC(A’)
   until A’ = ∅
end for
return minimal Bi

• Problem: Exponentielle Laufzeit
‣ Transitiver Dominanzgraph
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Wdh.: Good Algorithmus (2)

• Mit Hilfe des folgenden Satzes können wir die 
Komplexität des Good Algorithmus von O(m3) zu O(m2) 
verbessern.

• Satz: In allen Dominanzgraphen gilt CO(>) ⊆ GO(>).
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Die essentielle Menge
• Nullsummenspiele und Nash Gleichgewichte
‣ Die Adjazenzmatrix eines Dominanzgraphen kann als Spielmatrix eines 

Nullsummenspiels betrachtet werden.
‣ Ein Nash Gleichgewicht ist ein randomisiertes Strategieprofil aus dem 

keiner der Spieler abweichen möchte.

• Def.: Die essentielle Menge (ES) besteht aus den 
Alternativen die in einem Nash Gleichgewicht des 
Adjazenzspiels mit positiver Wahrscheinlichkeit gespielt 
werden.
‣ (Laffond, Laslier, & Le Breton, 1993; Dutta & Laslier, 1999)
‣ In Turniergraphen hat das Adjazenzspiel genau ein Nash Gleichgewicht.

• Satz: In allen Dominanzgraphen gilt ES(>) ⊆ MC(>).
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Berechnung der 
essentiellen Menge

• Satz: Die essentielle Menge kann in polynomieller Zeit 
berechnet werden.
‣ Beweis:

- Konstruktion eines linearen Optimierungsproblems (LP), dessen Lösung die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung eines sog. quasistrikten Nash Gleichgewichts ist.

- Lineare Optimierungsprobleme können in polynomieller Zeit gelöst werden 
[Khachiyan, 1979]
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Preliminary Draft – June 13, 2007

Now assume that |X| = n for some n > 1. By the induc-
tion hypothesis, there must be a set X′ ⊆ X, |X′| = n − 1,
and some x ∈ X′ such that x % x′ for all x′ ∈ X′, x′ ! x.
Then, since x " B(A), there must be some y ∈ B(A) such
that y % x′ for all x′ ∈ X′. In turn, since y " X, there has to
be some z ∈ X such that z % y and y % x′ implies z % x′ for
all x′ ∈ A. In particular, z % x′ for all x′ ∈ X, x′ ! z.

The second part of the theorem is due to Banks & Bordes
(1988). !

Computing Choice Sets
Naturally, computational tractability is a crucial property of
any choice set, simply because intractability renders a con-
cept useless for large instances that do not possess addi-
tional structure. In the following, we assume the reader to
be familiar with the well-known chain of complexity classes
AC0 ⊂ P ⊆ NP, and the notion of polynomial-time re-
ducibility (see, e.g., Johnson, 1990). AC0 is the class of
problems solvable by uniform constant-depth Boolean cir-
cuits with unbounded fan-in and a polynomial number of
gates. P and NP are the classes of problems that can be
solved in polynomial time by deterministic and nondeter-
ministic Turing machines, respectively.

We start by showing that all variants of the uncovered set
are very easy to compute and amenable to parallel computa-
tion.

Theorem 4 Deciding whether an alternative is contained in
the upward, downward, or bidirectional uncovered set is in
AC0.2

Proof: We observe that it can be decided in AC0 whether
for a particular pair of alternatives x, y ∈ A, x covers y under
any of the three covering relations by checking whether the
(relevant part of the) dominance graph for the pairwise ma-
jority relation satisfies the conditions of Definition 1. The
complete covering relation can be computed by checking all
pairs of alternatives in parallel. Finally, a particular alterna-
tive is in one of the uncovered sets if and only if it has in-
degree zero in the graph of the respective covering relation.

!

This result in fact holds for all other covering relations con-
sidered by Bordes (1983) and also implies that the iterated
uncovered set for each of these covering relations can be
computed in polynomial time.

We continue with the finest solution concept studied in
this paper, the essential set. By Definition 4, the essential
set can be computed by finding those actions of the adja-
cency game that are played with positive probability in any
Nash equilibrium. Since the set of equilibria in zero-sum
games is convex, there is a unique support profile of max-
imum size that contains an equilibrium. This equilibrium
furthermore has to be quasi-strict in the sense of Harsanyi
(1973), which means that equilibrium actions yield strictly

2In the context of social choice, where the dominance relation
is defined as the pairwise majority relation of individual prefer-
ences, the problem is actually TC0-complete (under constant depth
reducibility).

Algorithm 1 Essential set
procedure ES(A,%)

(mi j)i, j∈A ← MA,%
maximize ε
subject to

∑
j∈A s j · mi j ≤ 0 ∀i ∈ A∑
j∈A s j = 1

s j ≥ 0 ∀ j ∈ A∑
j∈A s j · mi j − si + ε ≤ 0 ∀i ∈ A

B← { a ∈ A | sa > 0 }
return B

Algorithm 2 Minimal bidirectional covering set
procedure MC(A,%)

B← ES(A,%)
loop

A′ ← { a ∈ A \ B | a uncovered in B ∪ {a} }
if A′ = ∅ then return B end if
B← B ∪ ES(A′,%)

end loop

more expected payoff than non-equilibrium actions, and has
to be symmetric due to the symmetry of the adjacency game.
The fact that the value of any symmetric zero-sum game is
zero allows us to construct a straightforward linear feasibil-
ity program for finding some equilibrium of the adjacency
game. The additional requirement of quasi-strictness can be
translated to a strict inequality, which can be converted into
a weak inequality by adding a maximization objective (see
Algorithm 1).

Theorem 5 The essential set can be computed in time poly-
nomial in the number of alternatives.

Proof: TODO:more detailed correctness proof, add P- ****
hardness :ODOT Correctness of the algorithm follows di- ****
rectly from the fact that the adjacency game is a two-player
zero-sum game and from the minimax theorem (see, e.g.,
von Neumann, 1928). The running time is determined by a
linear programming problem, which can be solved in poly-
nomial time (Khachiyan, 1979). !

By inclusion of ES in MC, Algorithm 1 also provides a
way to efficiently compute some element of MC. While this
cannot always be exploited to efficiently compute the whole
set (e.g., Hudry (2004) has shown that an element of the
Banks set can be found efficiently while the corresponding
membership decision problem is NP-complete), it is of great
benefit in our context. Algorithm 2 determines MC by start-
ing with the essential set and iteratively adding specific el-
ements outside the set that are still uncovered. The crux of
the matter is to only add elements that may not be covered
in a later iteration and it is not at all obvious which elements
these should be. It turns out that these are precisely the ele-
ments in the minimal bidirectional covering set of the subre-
lation induced by the uncovered alternatives. Since we can
efficiently compute a subset of any minimal covering set, viz.
the essential set, this completes the algorithm.
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3. Idee
• B ⊆ MC(A) ⇒ MC(A’) ⊆ MC(A) wobei A’ = {a∈A\B | a∈UC(B∪{a})}

• B = ES(A) ⊆ MC(A) ⇒ ES(A’) ⊆ MC(A’) ⊆ MC(A) 

• Die essentielle Menge der unüberdeckten Alternativen 
liefert neue Alternativen, die hinzugefügt werden können.
‣ procedure MC(A)

B = ES(A)
repeat
   A’ = { a ∈ A\B | a ∈ UC(B∪{a}) }
   B = B ∪ ES(A’)
until A’ = ∅
return B

• Dieser Algorithmus hat polynomielle Laufzeit.
‣ Höchstens m Aufrufe des ES-Algorithmus
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Computational Social Choice: Überdeckungen

Ergebnisse
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Copeland (1951) CO O(m2)

Slater (1961) SL O(2m)

Good (1971) GO O(m2)

Unüberdeckte Menge (1977) UC O(m3)

Banks (1985) BA O(2m)

Minimale Überdeckungsmenge (1988) MC O(m5)

Turniergleichgewichtsmenge (1990) TEQ O(2m)

UC

CO

GO

MC

SL

BA

TEQ



Computational Social Choice: Überdeckungen

• Ein Heißluftballon mit vier Passagieren an Bord ist zu 
schwer.
‣ Einer der Passagiere muss aussteigen.
‣ Jeder Passagier kann, basierend auf seinen körperlichen Fähigkeiten, 

bestimmte andere Passagiere aus dem Ballon werfen. Von den restlichen 
Passagieren kann er selbst aus dem Ballon geworden werden.

1. Strategie: Jeder versucht einen beliebigen ihm 
unterlegenen Passagier aus dem Ballon zu werfen.
‣ Es kommt zu einer Rangelei und der Ballon zerschellt.
‣ Möglicherweise selbst wenn ein Passagier allen anderen unterlegen ist

2. Strategie
‣ B ist für A von Nutzen, wenn B einen Passagier bedroht, der A aus dem 

Ballon werfen kann.
‣ Es werden prinzipiell nur noch nutzlose Passagiere aus dem Ballon 

geworfen.
➡ Es gibt immer einen Passagier, der niemanden mehr bedrohen kann, 

und einen weiteren Passagier der obigen entfernt.
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